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Md3& dau

Chu dé “bat dang thic” 1a chi dé luon duge khai thic trong cic ky thi
chon hoc sinh gidi, & cac 16p, cac cadp pho thong, khong phai chi tinh truc
quan clia bai todn “so sanh” ma van dé nay thuc su c6 nhiéu ting dung trong
toan hoc hién dai. Bai todn bat déng thitc ducgc nghién ctru trong nhicu khia
canh clia todn hoc, tit todn hoc 1y thuyét thuan tiy dén toan hoc ting dung.
Cting v6i st phét trién clia cong nghé thong tin, thi cdc bai todn giai gan
ding dang dudc su quan tAm ctia nhiéu nha toin hoc tng dung, ma bén
canh n6 khong thé thiéu cic bai toan “so sanh”.

Cling véi vai tro clia cédc bat dang thitc nhu bat dang thic AM — GM,
Cauchy — Bunyakovsky — Schwarz. ..., nam 1935 nha toan hoc nguci Pic G
Griiss da chting minh mét bat déng thitc tich phan cho sy lién hé giita tich
phan ctia mot tich hai ham sé va tich phan cta ting ham sé va dudc mang
tén 6ng dé 1a bat ding thicc Griss tng dung va dp dung trong nhiéu linh
vuc khéc nhau ctia Toan hoc. Vi 1y do dé ching t6i da chon dé tai ludn van
13 “Bét dang thic loai Griiss va mot s6 bai todn lien quan” No6i dung luén
van dugce chia thanh hai chuong duge tham khéo tir tai liéu chinh 1a [2] cac
tai lieu lien quan dugce trinh bay trong danh muc tai licu tham khao. Noi
dung luan van, ngoai phan Mg dau, Két luan va Tai licu tham khdo, dudc
chia lam hai chuong:

Chuong 1. Vé bat dang thic Griiss. Chuong nay trinh bay lai cdc kién
thitc co ban lién quan dén luan van nhu: Trinh bay lai mot s6 khéi niém
trong ham sb nhu bién phan, bién phan toan phan va tinh chit. Bat ding
thttc Holder. BAt diang thitc Griiss, chi ra diéu kién yéu hon gia thiét Griiss.
Mot s6 bat dang thiic lién quan 13 Karamta, Steffensen, Young.

Chuong 2. Vé bat déng thicc loai Griiss va mot s6 két qud lién quan.



Chuong nay trinh bay céc bién thé ciia bat déng thic Griiss, ching han nhu:
Bat dang thitc Griiss-Chebyshev. Bit dang thiic kiéu Griiss déi v6i tich phan
Stieltjes c6 ham 1ay tich phan bi chiin. Bt ding thic kidu Griiss d6i véi tich
phan Stieltjes c6 ham 14y tich phan 13 ham Lipschitz. Bit ding thic kiéu
Griiss dbi véi tich phan Riemann-Stieltjes.

Trong qua trinh hoc tap va nghién cttu tai truong Pai hoc khoa hoc Thai
Nguyén, em ludén nhan dudc su quan tdm gitp d& va dong vién ctia cac thay
cO trong Ban Giam hiéu, phong Pao tao, Khoa Toan — Tin.

Tac gia xin chan thanh cam on Ban giam hiéu truong THCS Tan Lién,
Vinh Bao, Hai Phong cling toan thé cdc anh chi em dong nghiép da tao nhiéu
dieu kién t6t cho tac gid trong thdi gian di hoc cao hoc; cdm on céc anh chi
em hoc vién 16p cao hoc Toan K11 va ban bé dong nghiép da trao d6i, dong
vién va khich 1é tac gid trong qua trinh hoc tap va lam luén van tai truong
Dai hoc Khoa hoc — Dai hoc Thai Nguyén.

Dic biét em xin dude long biét on sau sic t6i thay gido huéng dan, TS.
Tran Xuan Quy da luén quan tam an can chi bao, dong vién khich 1é, gitp
d6 tan tinh va gép ¥ sdu sac cho em trong sudt qua trinh hoc tip ciing nhu
thuc hién dé tai. Chang dudng vita qua sé 1a nhitng ki niém déng nhé va day
¥ nghia doi v6i cdc anh chi em hoc vién 16p cao hoc Todn K11 néi chung va
v6i ban than em néi riéng. Dau an ay hién nhién khong thé thiéu su ho tro,
sé chia day yéu thuong ctia cha me, va céc anh chi em trong gia dinh. Xin
chan thanh cdm on tat cd nhitng ngudi than yéu da giip do, dong hanh clung
em trén chang duong vira qua.

Mot lan nita, em xin tran trong cam on!

Thdi Nguyén, ngay 25 thing 12 nam 2019

Hoc vién

Pham Thanh Coéng



Chuong 1

Vé bat dang thitc Griiss

Trong chuong nay, ching toi, trinh bay mot s6 kién thtic khai niém va
tinh chat ve ham s6 lién tuc tuyét ddi, bién phan va bién phan toan phan
ctia ham s6. Bat dang thitc Holder dang dai s6 va dang giai tich, Bt ding
thttc Griiss. Cac két qua nay dude stt dung cho cac chtimg minh ¢ Chuong 2.

1.1 Mot sd kién thitc chuan bi

1.1.1 Ham sb, bién phin va bién phin toan phan

Dinh nghia 1.1.1. (a) HAm s6 f : [a, b] — R dudc goi 1A lién tuc tuyét doéi

trén [a, b] néu véi moi € > 0 ton tai s6 duong § thoéa man
n
'21 |f(@i) — flyi)l <e,
1=

v6i moi ho httu han cac khodng roi nhau {[z;,y;] : i = 1,2,...,n} cla

[a,b] v6i 7 | — yi| < 0.

(b) Ham s6 f : [a,b] — R dudc goi 1a ¢6 bién phan bi chan trén [a, b] khi va
chi khi ton tai hang s6 M > 0 thoa méan

n

Yo f(xi) = flwia)] < M,

1=1

v6i moi phan hoach P = {xg, x1, -+ ,x,} cia [a,b].



(c) Néu ham s6 f : [a,b] — R c6 bién phan bi chin trén [a, b], thi bién phan
toan phan clia f trén [a, b] duge xdc dinh nhu sau

V) = cup {11 - sGan 1)

a P={x¢,z1, ,on} phan hoach ctala,b] | i=1
Nhan xét 1.1.2. Mot ham lién tuc tuyét déi trén [a, b] thi lién tuc déu va
c6 bién phan bi chan trén [a, b].

Vi du 1.1.3. Néu f : [a,b] — R 1d ham don diéu ting thi véi moi phan

hoach P = {xg,z1,--- ,z,} cla [a,b] ta co

z () — flai)| = é{ﬂxi) ~ flzi)}
= f(2a) — f(x0) = F(b) — f(a).

b
Vi vAy, ham f c6 bién phan bi chan va \/(f) = f(b) — f(a).

Vi du 1.1.4. Néu ham f : [a,b] — R lién tuc trén [a, b] va kha vi trén (a, b)
v6i sup |f'(x)] > M, thl v6i moi phan hoach P = {xg,z1, -+ ,z,} cla [a, b]
a<z<b

va theo dinh 1y gia tri trung binh ta c6

z Fi) — flai)| = z /()i — i)
< éM[% —xi 1) = M(b—a).

b
Do d6 ham f ¢ bién phan bi chian va \/(f) < M (b — a).

Dinh 1y 1.1.5. (a) Néu f,g : [a,b] — R ld cdc ham cé bién phan bi chdn
vi ¢,d € R, thi cf + dg ¢6 bién phdn bi chdn va ¢d bat dang thic sau
b

Vies + dg) < V() + 11 V(o).

a

(b) Néu f : [a,b] — R c6 bién phdn bi chan trén [a,b] va [c,d] C [a,b], thi f

c6 bién phan bi chdn trén [c,d] va



(c) Néu f :[a,b] — R ¢é bién phan bi chan va c € (a,b), thi

V() = V() + V)

xT

(d) Néu ham f : [a,b] — R c6 bién phdn bi chan thi ham V(x) = \/(f) vd
V(z) — f(x) don diéu tang trén |a, b].

(e) Haim f : [a,b] — R c6 bién phan bi chdn khi va chi khi né la hiéu cia

hai ham tang.

Dinh nghia 1.1.6. Cho cac ham f : [a,b] — R. Ham f dudc goi la ham loai
r-H-Hoélder trén [a, b] néu | f(t) — f(s)| < H|t — s|” v6i moi t, s € [a, b],

1.1.2 BAt ding thic Holder
Tit bat dang thitc AM—GM suy rong ta cb

a b
7% b < 7xa+b Y a+b 1.1

Y a+b a—|—by (1.1)
v6i moi o,y > 0, a,b > 0. Néu dit u = 2%, v = 3°, p = (a+ b)/a va
q = (a+0b)/b, 6 rang p > 1 va ta c6 bat dang thic sau

1 1 1 1
—+-—=1=ww < —u’ + -0, (1.2)
p q p q

Bat dang thic nay dugce goi 14 bat dang thic Young. Két qua dudi day duoc
goi 14 bat dang thiic Holder.

Pinh 1y 1.1.7 (Bat dang thiic Holder). Cho hai bé s6 ay,as, ..., a, va
p 1
bi,bo, ..., b, la hat b6 n so thuc duong va p > 1, thoa man — + — = 1.
p q
Khi dé ta c¢é bat dang thic sau

> < (z )(z ) (13)

i=1

Ddu bang xdy ra khi va chi khi af = kb? vdi moii € {1,2,,...,n}.



Két qua tiép theo 1a bat ding thic Holder & dang gidi tich, ching t6i chi
trinh bay két qua ma khong chitng minh.

Dinh ly 1.1.8 (Bt dang thicc Holder dang giai tich). Gid st p,q > 1 thoa

man — + ~ =1, f vd g la hai ham sé lién tuc trén doan [a,b], khi dé
q

p
[ireeiar < ([ @pa) ([o@ra) 0

Dau “=7 xdy ra khi va chi khi ton tai hai s6 thuc A va B khéng dong thoi
bang khong sao cho

Alf(x)]" = Blg(z)|" Vx € [a,b].

1.2 Vé bit ding thirc Griiss

Gia st f,g va p la cdc ham kha tich trén [a, b]. Ta c¢6 céc ky hiéu sau

P(a) = [ p(t)dt, P(z) = P(b) - P(x),
(o) ()

Alfip) =~ : A(f) = A(f; 1),
(Jp(x)d:z:)

T(f,9;p) = A(fg;p) — A(f;p)Alg; p), T(f,9) =T(f,9;1),

A(f;p)Alg;p)’ R(f,g9) = R(f,9;1),

Gid st f v ¢ 1a hai ham s6 xdc dinh va kha tich trén [a,b], thoa man diéu
kién
p< flr) <o, v<glx)<T (1.5)

v6i mbi x € [a, b], trong d6 @, ¢, 7, 1 cdc sb thuc cho trudc.
Nén11935(}.C&ﬁssdé(ﬂﬂxﬁikhﬁng(ﬁnhsau:

T(f,9)| < (¢ @) (T =), (1.6)

trong bai bdo cong bd ndm 1935 Griiss da chimg minh bat dang thitc nay va
ciing chi ra 1/4 1a x4p xi tét nhat. Ham T(f, ¢) dudc goi 1a ham Cebysev.



7

Dinh 1y 1.2.1. Cho f,g : [a,b] — R ld cic ham kha tich trén [a,b] vd théa

man diéu kién
¢ < flz) <P, y<glz) <T vdi moi x € [a,b]. (1.7)
Khi dé ta ¢6 bat ding thite sau

T(f.9)l (1.8)
— bia/abf(x)g(x)d:v— bia/abf(x)dx- b_a/abg(x)da:

1

< 1(@ —¢)(I' =)

s 1 P p p
Hang so 1 la xap i tot nhat.
Chitng minh. Tit dang thic

(b—a) [ f@)g@)de — [ fa)dz [ g(x)ds
= [ [ U@ @)@ —gw)ddy  (19)

Ap dung bat ding thitc Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz, ta c¢6

[ [ - 1)) — ol >>dxdy\
< [ [/ = F(w)andy

T dang thite (1.9) ta c6

[/ / V) 2dady|”
5 / / )2dzdy

—a/f dx—(/f dx>2, (1.11)

ta ciing ¢6 dang thic tuong tu dbi voi ham g. T d6 ta cé

b—a/f d:z:—( ia/abf(:c)d:c>2
b

(1.10)




